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Аннотация
Линейные дискретные управляемые системы — наиболее популяр-
ный объект в экономико-математическом моделировании. Моде-
ли, описываемые линейными разностными уравнениями, типичны 
при рассмотрении динамических вариантов модели Леонтьева. 
Разностные уравнения, как правило, описывают динамику интен-
сивностей технологических способов. Подобную роль разностные 
уравнения играют и в модели Неймана. Часто используемые в 
других экономико-математических моделях линейные дифферен-
циальные уравнения при своей дискретизации порождают те же ли-
нейные дискретные цепочки. В силу этого, изучение таких систем, 
с точки зрения оценки их возможностей, задача вполне актуальная. 
Неоднозначность значений траекторий порождается либо управляю- 
щими параметрами системы, либо ее возмущениями. В работе 
предлагаются квадратичные оценки возможных состояний линей-
ных дискретных систем.
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Abstract
Linear discrete controlled systems are the most popular object in eco-
nomic-mathematical modelling. The models described by the linear 
discrete equations are characteristic when considering dynamic vari-
ants of Leontief model. The discrete equations describe intensiveness 
dynamics of the processes. The discrete equations play a similar role 
in Neumann model too. In other economic-mathematical models, the 
frequently-used linear differential equations derivate the same discrete 
chains by their digitization. Thus, studying such systems is a relevant 
task in terms of capacity assessment. Trajectory values’ ambiguity is 
created either by system’s control parameters or its disturbancies. The 
article suggests the square-law assessments of possible states of linear 
discrete systems.

Типичная задача при экономико-матема-
тическом моделировании — исследование 
соотношений, определяющих математиче-
скую модель. Часто эти модели являются 
какими-либо дифференциальными или 
разностными уравнениями, нередко линей-
ными. Исследования, как правило, сводятся 
к изучению свойств решений этих уравнений 
или поиску оптимальных в каком-либо смыс-
ле решений [1–5]. В данной работе рас-
сматриваются свойства решений линейных 

дискретных управляемых систем, а именно, 
строятся оценки возможных состояний 
системы — оценки множества достижимо-
сти. Оценивание производится при помощи 
множеств уровня квадратичных функций, в 
частности, эллипсоидов. Преимуществом 
такого метода оценивания является задание 
небольшого количества вспомогательных 
функций (часто достаточно одной), при-
сутствующих в описании внешней оценки 
множества достижимости. Итак, рассмо-
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трим линейную дискретную управляемую 
систему: 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),x t A t x t B t u t+ = +

0 1[ , , , ],kt T t t t∈ = 

0 0( ) , ( ) ( ),x t X u t U t∈ ∈

0( ) , ( ) , , ( ) ,n m n mx t R u t R X R U t R∈ ∈ ⊂ ⊂

где x(t) — состояние системы в момент t T∈ ; 
u(t) — управляющий или возмущающий па-
раметр; X0 — множество начальных состо-
яний системы; U(t) — область, описывающая 
всевозможные значения данных параметров 
в момент t T∈ ; A(t) и B(t) — матрицы соот-
ветствующих размерностей.

В дальнейшем будем предполагать, что

( ) { : ( ) 1},nU t u R u N t u′= ∈ ≤

где N(t) > 0 — симметричная положительно 
определенная матрица, т. е. множество U(t) 
есть эллипсоид.

Траекторией данной управляемой систе-
мы 

0{ ( )}k
ix t =  называется последовательность 

векторов 0 1 0 0{ ( ), ( ), , ( )}, ( )kx t x t x t x t X∈  
удовлетворяющая рекуррентной цепоч-
ке при некоторой последовательности  

0 1 1{ ( ), ( ), , ( )},ku t u t u t −   ( ) ( ), .u t U t t T∈ ∈
Множеством достижимости рассма-

триваемой системы в момент t T∈  будем 
называть совокупность значений всех траек-
торий 0{ ( )}k

ix t =   в момент t T∈  и обозначать 
X

D
(t). Множество ( ) nX t R⊂  будем называть 

внешней оценкой множества достижимости 
в момент t T∈ , если ( ) ( )DX t X t⊂ .

Определим внешние квадратичные оцен-
ки множества достижимости линейной дис-
кретной системы. Для этого приведем один 
простой, не самый общий, но достаточно 
эффективный результат о внешней оценке 
множества достижимости [6–10]. Пусть 
управляемая дискретная система имеет вид:

0 0 0 1

( 1) ( , ( )),

( ) , [ , , , ].k

x t V t x t

x t X t T t t t

+ ∈
∈ ∈ = 

Введем вспомогательную функцию 
1: nT R Rϕ × → . Тогда внешняя оценка мно-

жества достижимости такой системы 
определяется лебеговскими множествами 
функции φ(t, x):

0

1

0
0

( ) { : ( , ) max ( , ) ( )},
t

n

x X
X t x R t x t x

−

∈
τ =

= ∈ ϕ ≤ ϕ + µ τ∑
где

( , )
( ) sup max [ ( 1, ) ( , )], ( , ).

n v V t xx R

t v t x v V t x
∈∈

µ τ = ϕ + − ϕ ∈

Отметим, что функционал   μ(τ) можно оце-
нивать сверху, не меняя сути результата.

Для получения квадратичной оценки 
множества достижимости линейной дискрет-
ной системы достаточно выбрать функцию  

( , ) ( ) ,t x x t x′ϕ = σ  где σ(t) — квадратная матри-
ца порядка n, t T∈  [2; 5].

Выпишем соответствующие конструкции:

( 1, ) ( , )

( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ) ( 1)( ( ) ( ) ) ( )

[ ( ) ( 1) ( ) ( )]

2 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) .

t v t x

x t t x t x t t x t

A t x B t u t A t x B t u x t x

x A t t A t t x

x A t t B t u u B t t B t u

ϕ + −ϕ =
′ ′= + σ + + − σ =

′ ′= + σ + + − σ =
′ ′= σ + −σ +

′ ′ ′ ′+ σ + + σ +

Данную функцию необходимо исследо-
вать на экстремум (на «максимум») по пере-
менным , ( )nx R u U t∈ ∈ . 

Рассмотрим вторую задачу и проведем 
оценку сверху для функционала μ(t):

1 2 1 2max { ( ) ( )} max ( ) max ( ).f u f u f u f u+ ≤ +

Поэтому, вначале найдем максимум ли-
нейного по u слагаемого. Обозначим

( ) ( 1) ( ).p B t t A t′= σ +

Тогда задача примет следующий вид:

max,p u′ →   ( ) 1.u N t u′ ≤
Ее решение известно, это есть опорная 

функция эллипсоида:

1
( )max { : ( ) 1} ( ) ( ).U tp u u N t u p N t p p−′ ′ ′≤ = = Ψ

Возвращаясь к исходным переменным, 
получим:

( )

1

( )

( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) .

U t p

x A t t B t N t B t t A t x−

Ψ =

′ ′ ′= σ + σ +

Функция f  — вогнутая в области 0f ≥ . 
Тогда график любой касательной к графику 
f(x) в этой области лежит не ниже графика 
f(x). Получаем оценку:

1
( ) ,

22 2

z f
f z f z

z z
≤ + − = +

где z > 0 — выбирается произвольно. Тогда 
опорная функция эллипсоида имеет оценку 
сверху:

( )

1

1
( )

2 2

( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) .

U t

z
p

z

x A t t B t N t B t t A t x−

Ψ ≤ + ×

′ ′ ′× σ + σ +

Обозначая , ( ) 0q z q t= > , получаем:

11
( ) [ ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )]

( ) ( 1) ( ) .

t x A t t B t N t B t
q

t A t t A t t A t x

u B t t B t u

−′ ′ ′µ ≤ σ + ×

′×σ + −σ + σ + +
′ ′+ σ +
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Выберем последовательность матриц  

0
{ ( )} kt

t tt =σ , удовлетворяющей рекуррентной 
цепочке:

1

( ) ( )[ ( 1)

1
( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)] ( ).

t A t t

t B t N t B t t A t
q

−

′σ = σ + +

′+ σ + σ +

Замкнем ее конечным условием в мо-
мент tk:

( ) ,kt Cσ =
где C — симметричная матрица. Отсюда и 
вытекает вид внешней оценки множества 
достижимости, где ( ) ( , , )t t q Cσ = σ :

0

0

0

1

( )

( ) ( , , )

{ : ( ) max ( )

( ( ) max ( ) ( 1) ( ) )}.

n

x X

t

u U t
t t

X t X t q C

x R x t x x t x

q t u B t t B t u

∈

−

∈
=

= =

′ ′= ∈ σ ≤ σ +

′ ′+ + σ +∑
Если матрица C > 0 положительно 

определена, то ( ) 0tσ ≥  — неотрицательно 
определенная матрица. В случае, когда и 

( ) 0tσ >  — положительно определена, то дан-
ная оценка будет эллипсоидом. 

Отметим, что на самом деле определено 
семейство внешних оценок множества до-
стижимости, зависящее от двух параметров: 
матрицы C, задающей форму оценочного 
эллипсоида в момент tk и скалярной дискрет-
ной функции ( ) 0,q t t T> ∈ . Пользуясь этими 
параметрами, можно получать разные по 
форме оценки множества достижимости. Их 
пересечение 

,
( , , )

q C
X t q C  также будет являться 

внешней оценкой множества достижимости.
Рассмотрим пример:

1 1 2( 1) ( ) ( ),x t x t hx t+ = +

2 2( 1) ( ) ( ),x t x t hu t+ = +

1 2(0) 0, (0) 0, 1,

0.5, [0, 0.5, 1].

x x u

h t T

= = ≤

= ∈ =
Разрешая данную рекуррентную цепоч-

ку при всевозможных значениях ( )u t U∈ , 
получим множества достижимости этой 
управляемой системы:

2
1 2

(0) {0},

(0.5) { : 0, 0.5},

D

D

X

X x R x x

=

= ∈ = ≤

2
1 2(1) { : 0.25, 1}.DX x R x x= ∈ ≤ ≤

Построим квадратичные оценки мно-
жества достижимости. Зададим функцию  

( , ) ( ) .t x x t x′ϕ = σ  Выпишем и вычислим соответ-
ствующие объекты:

1 0
, , (1),

0 1

h
A B N

h

   
= = =   
   

1

2

0 0
, ( ) 0,

0
BN B q t q const

h
−  ′ = = = > 

 

0

2 2
22

2
22 22

22

max (0) 0,

max ( 1) ( 1)

( 1), ( 1) 0,
.

0, ( 1) 0

x X

u U

x x

u B t Bu h t u

h t t

t

∈

∈

′σ =

′ ′σ + = σ + =

 σ + σ + ≥
= 

σ + <
Рекуррентная цепочка для матрицы σ(t) 

имеет вид (σ12 = σ21):

11 12 11 12

12 22 12 22

22
12 12 22

2
12 22 22

( ) ( ) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)
.

( 1) ( 1) ( 1)

t t t t
A A

t t t t

t t th
A A

q t t t

σ σ σ + σ +   
′= +   σ σ σ + σ +   

 σ + σ + σ +
′+  
σ + σ + σ + 

Зададим начальные условия для нее в мо-
мент t = 1:

0
(1) ,

0

a

b

 
σ =  

 
где a > 0, b > 0 — произвольные параметры. 

Разрешая эти соотношения, получим:

2
2 2

(0.5) .

a ah

h
ah ah b b

q

 
 σ =  + + 
 

Элементы матрицы σ(0)  имеют вид:
4 2

11(0) ,
h a

a
q

σ = +

5 2 3 2
2 2

12(0) 2 ,
h a h a h

ah h a b b
q q q

 
σ = + + + + 

 
2

22

4 2 2 2

2

2
2 2 3 2 4

2

(0) 4

4 4 2

.1
4 2

b ah

h a h ab b
h

h
q h ab b h b

q q

σ = + +

 + + +
 +   + + +    

Подсчитаем правую часть в неравенстве, 
задающем внешнюю оценку множества до-
стижимости в момент t = 1:

0

1

( )

2 2
22 22

4 2
4 2

( ( ) max ( ) ( 1) ( ) )}

2 (0.5) (1)

2 2 .

t

u U t
t t

q t u B t t B t u

q h h

h b
q h a h b

q

−

∈
=

′ ′+ σ + =

= + σ + σ =

= + + +

∑

Тогда внешняя оценка множества дости-
жимости в момент t = 1 будет

4 2
2 2 2 4 2

1 2

(1, , , )

: 2 2 .

X a b q

h b
x R x bx q h a h b

q

=

 
= ∈ + ≤ + + + 
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На самом деле, это семейство внешних 
оценок. При любых a > 0, b > 0, q > 0 все они 
будут эллипсами. Исследуем зависимость 
данных эллипсов от параметров a > 0, b > 0, 
q > 0. Найдем параметры, определяющие 
эллипс наименьшей площади.

Поскольку левая часть неравенства, 
определяющего оценку, не зависит от пара-
метра q > 0, то найдем значение q > 0, при 
котором правая часть минимальна. Необхо-
димое условие экстремума дает

4 2

2
2 0.

h b

q
− =

Отсюда, учитывая условие q > 0, полу-
чим: 

2

.
2

h b
q∗ =

Нетрудно убедиться, что эта точка есть 
точка минимума. Тогда минимальное значе-
ние правой части неравенства, задающего 
оценку, будет 2 4(2 2 2)h b h a+ + .

Поскольку a > 0, b > 0, то внешнюю 
оценку можно записать в виде

2 2
12 4

2
22 4

:
(2 2 2)

(1, , , ) .

1
(2 2 2)

a
x R x

h b h a
X a b q

b
x

h b h a

∗

 ∈ + + + =  
 + ≤
 + + 

Площадь S(a, b) этого эллипса есть

2 4( , ) (2 2 2) .
b a

S a b h h
a b

 
= π + +  

 
Найдем оптимальное отношение b/a, 

дающее наименьшее значение площади оце-
нивающего эллипса. Данная задача решается 
аналогично задаче минимизации по q > 0 и 
дает оптимальное отношение параметров 
a > 0, b > 0:

2

.
2 2 2

b h

a

∗
  =  + 

Наименьшая площадь оценочного эллип-
са есть

3

0, 0
min ( , ) 2 2 2 2.

a b
S S a b h∗

> >
= = π +

Подставляя найденное оптимальное отно-
шение (b/a)* в определение внешней эллип-
соидальной оценки, получим:

2 2
2 1 2

4 2
(1) : 1 .

2 2(2 2 2)

x x
X x R

h h
∗   = ∈ + ≤ 

+  
Подставляя значение параметра h = 0.5, 

получим оптимальный в смысле площади 
эллипс, оценивающий множество достижи-
мости:

2
2 2 2

1(1) : 8 1 .
2 1

x
X x R x∗   = ∈ + ≤ 

+  

Его площадь: 0.25 2 2 2 1.72.S∗ = π + ≈
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